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DS 1 (09-10): Réduction d'endomorphismes

Lundi 12 Octobre 2009
Durée: 4 heures

Blague du jour
Moins on en sait, plus on gagne. En effet, la connaissance, c’est le pouvoir et le temps,

, , . L. . travail
c’est de ’argent. Comme le sait tout ingénieur, Puissance =
temps
. . . travail
et comme connaissance = pouvoir et temps = argent, on a alors : connaissance =
argent
travail L. . ) ,
On trouve : argent = ———— . Ainsi, quand la connaissance tend vers zéro, ’argent
connaissance

tend vers l’infini, quel que soit le travail effectué.

Timbre marocain honorant la mémoire

Mathématicen du jour Ibn khaldoun G s A A
Ibn Khaldoun, de son nom complet Abou Zeid Abd er-Rahman Ben Moha- 3 mﬂ'm'
med Ben Khaldoun el-Hadramii (1332-1406), est un historien, philosophe 3 5

et homme politique maghrébin, né en Tunisie.

Ibn Khaldoun demeure 1’un des penseurs arabes les plus connus et les plus
étudiés car il a souvent été présenté comme 'un des péres fondateurs de
I’histoire, en tant que discipline intellectuelle, et de la sociologie. Ibn Khal- )
doun est aussi considéré comme 1’un des premiers théoriciens de I’histoire
des civilisations, ainsi que 1’un des fondateurs de la sociologie politique.
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DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Option MP

L’usage des calculatrices n’est pas autorisé pour cette épreuve.

X 3k X

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le
résultat d’une question non résolue s’ils lindiquent clairement sur la copie.
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— K est un sous-corps de C et F désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1.
On note L(F) la K-algebre des endomorphismes de F et Idg 'application identité de E.
— E* désigne le dual de E, c’est & dire L(E,K). Si B est une base de F, on note B* sa base duale.

— Pour tout endomorphisme u de E et tout vecteur non nul = de E, on note :
Eu(x) = {P(u)(x); PeK[X]}
On notera m, ( resp. x, ) le polynéme minimal ( resp. caractéristique ) de u
. On conviendra que : VA € K, x,(\) =det (AIdg — u); en particulier x,, est unitaire.
— Siu € L(F) et si F est un sous-espace de E stable par v et non réduit a {0}. On dira :
. que F est irréductible si les seuls sous-espaces de F stables par u sont {0} et F'.
. que F est indécomposable s’il n’existe pas de décomposition de F' en somme directe de deux sous-

espaces stables par u et non réduits a {0}.
— Si P est un polynéme de K[X], I'idéal de K[X] engendré par P sera noté (P).

A - Sous-espaces monogenes et polynéme minimal.
1. Soit uw € L(E) et x € E, x # 0.

1-1 Montrer que E,(z) est un sous-espace vectoriel de E non réduit & {0} et stable par w.

Un tel sous-espace de F sera dit u-monogéne (ou simplement monogéne s’il n’y a pas d’am-
biguité).
1-2 On considere I’ensemble Z,, des polynomes P € K[X] tels que P(u)(z) = 0.

Montrer que Z, est un idéal de K[X] non réduit a {0} et que si P € Z,, P(u) induit sur
E,(z) 'endomorphisme nul.

En déduire qu’il existe un unique polynéme unitaire de degré supérieur ou égal a un - que
I’on notera m, - tel que Z,, = (WL)
Trouver une condition nécessaire et suffisante portant sur et u pour que deg(m,) = 1.
1-3 Montrer que B, = (z,u(z),...,u""*(z)) ot k = deg(m,) est une base de E, ().
k—1
1-4 On note u, I’'endomorphisme de E,(x) induit par u et m, = X* — ZanJ.
j=0
Préciser Mat(u,; B, ) a l'aide de 7.
Montrer que le polynéome minimal de wu, est 7.
1-5 Donner un exemple dans le cas n > 2 :
(i) ot Ty = Ty
(ii) ot m, divise strictement m,, et m, divise strictement .
D’une maniere générale, peut-on affirmer que E,(z) = ker 7, (u) ?
2. Soit u € L(E).

2-1 Soient a et b deux vecteurs non nuls de F. En utilisant les décompositions en produit de
facteurs irréductibles de 7, et m,, montrer qu’il existe des polynomes Py, Py, Q1 et Q2 tels
que :

(1) g = P1P2 et mp = Q1Q2~
(ii) pged(Py,Qq) = 1.

(iii) ppem(mq, m) = P1Q1.
2-2 Soit ¢ = Py(u)(a) + Q2(u)(b). Montrer que 7. = ppem(7q, Tp ).
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3. Soit (ey,...,e,) une base de E.

Montrer que 7, = ppem(7me, ..., Te, )

En déduire 'existence d’un vecteur z de F tel que m, = 7.

4. Soit uw € L(F) et P un diviseur unitaire de m,. Montrer l’existence de y € E tel que m, = P.

5. On donne dans cette question une application du résultat de la question 3 :

On considere deux sous-corps K et L de C tels que K C L. Soit A € M,,(K).

On note 7k (respectivement 77,) le polynéme minimal de A dans M,, (K) (respectivement M,, (L)).
Montrer tout d’abord que 7, divise g, puis en utilisant le résultat de la question 3, montrer
que 7, = Tk.

Cas ou F est u-monogene. Sous-espaces stables par v d’un espace u-monogene.

1. On suppose dans cette question que u est un endomorphisme diagonalisable de E et que ses

valeurs propres sont deux a deux distinctes. Montrer que F est u-monogene et déterminer x € F
tel que E = E,(z).

2. Soit w € L(E). Montrer 1’équivalence des deux conditions suivantes :

(i) E est u-monogene.

(ii) Ty = Xu-

3. Soit u € L(FE). On suppose F = E,(x).

4.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u et non réduit a {0}.
On considere Tp = {P € K[X]; P(u)(z) € F}.
Montrer que Zr est un idéal de K[X]. En déduire que F' est u-monogene.

4-1 Soit u € L(E). On suppose 7, = PQ ou P et @ sont deux polyndmes unitaires de degré
supérieur ou égal a un.

On note v ( respectivement w, v/, w’ ) I'endomorphisme de ker P(u) ( respectivement
ker Q(u), Im P(u), Im Q(u) ) induit par u.

Montrer que ker P(u) # {0} et ker Q(u) # {0}, puis que my =7, = P et my = 7y = Q.

Montrer que si, de plus, E est u-monogene, dim(ker P(u)) = deg(P) et dim(ker Q(u)) =
deg(Q).
4-2 Soit u € L(E). On suppose que E est u-monogene.

Soit F' un sous-espace stable par u et v ’endomorphisme de F' induit par u.
Montrer, en utilisant la question précédente, que F = ker 7, (u).

En déduire que E n’admet qu’un nombre fini de sous-espaces stables par wu.

Dans cette partie on montre que, quelque soit ’endomorphisme v de E, F est somme directe
de sous-espaces u-monogenes et plus précisément de sous-espaces stables par u et indécomposables.
La premiere question traite d’un cas particulier et n’est pas nécessaire a la résolution des questions
suivantes qui traitent du cas général.

1. Soit u € L(E).

1-1 Soit F' un sous-espace de E stable par u et non réduit a {0}. On note v = u,p.

Montrer que F' est irréductible si et seulement si F' est monogene et m, est irréductible.
1-2 Montrer que E est somme directe de sous-espaces stables par u et irréductibles si et seulement
si tous les facteurs irréductibles de m, ont une multiplicité égale a 1.

( indication :pour la réciproque on pourra considérer, pour un polynéme P irréductible,

I’ensemble des parties finies F de ker P(u) \{0} telles que la somme ZEu (x) est directe ).
z€F
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. 2. Dans les questions suivantes u désigne toujours un endomorphisme de FE.
On définit @ : E* — E* par a(f) = f o u.
Vérifier que @& € L(E*) et que : VP € K[X], Vf € E*, P(@)(f) = f o P(u).
En déduire que u et % ont méme polynéme minimal.
3. Si B est une base de E, préciser Mat(u; B*) en fonction de Mat(u; B).

Retrouver le résultat de la question précédente.

4. On suppose dans cette question que 7, = P® oll P est un polynéme irréductible de K[X]
et o € N*.

4-1 Montrer I'existence de g € E* et de y € E tels que P*~1(@)(g)(y) # 0.

4-2 Montrer que w4 = m, = P*.
On note alors F' = E,(y) et H = {Q(a)(9); Q € K[X]} = E*;(g)-

4-3 Montrer que G = {x € E; Vf € H, f(z) = 0} est un sous-espace vectoriel de E de
codimension deg(m,) et que G est stable par w.

4-4 Soit x un vecteur non nul deF.

Montrer que l'on peutecrire x sous la formex = P Q(u)(y) a1 Q est un polynbme premier
avecP et un entier tel que O 1.
Montrer qu'il existe un polyndme R de K[X]telqueP 1 R(u)(g)(x) 60.

4-5 En ceduire que E = F G, puis que E est somme directe de sous-espacasmonogenes.

5. Bemontrer que, quelquesoit 'endomorphismeu de E, E est somme directe de sous-espaces
u-monogenes.

6. 6-1 Soitu un endomorphisme deE et F un sous-espace d& stable par u et non eduita fO0g.
On note v = uf.

Montrer que F est incecomposable si et seulement sk est monogne et , = P a P est
un polynéme ireductible de K[X]et 2 N .

6-2 En ceduire que E est somme directe de sous-espaces stables paet indecomposables.

Partie 11l - Applications.

A - Application aux endomorphismes nilpotents et idempotents
1. On suppose dans cette question quea est un endomorphismenilpotent de E, c'esta dire qu'il
existek 2 N tel que uk = 0.

1-1 Montrer I'existence d'un entierr telquel r n,u" =0etu" 160.

E.(e1) et tel que Ey(e;) admette un suppkmentaire stable par u.
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1-3 En ceduire qu'il existe une base deE relativementa laquelle la matrice de u sécrit sous la

0 3. 0 1
] 0 J ]
forme diagonale par bloc 0 al p est un entier non nul et les
0 1
0 O 0
1 0 :
matrices J; sontdes blocsE 0 1 O d'ordre r;
0 1 O
avecry=retry rp il orp.

2. On suppose dans cette question que est un endomorphismeidempotent de E, c'esta-dire qu'il
existek 2 N tel que uk = Idg.

2-1 On se place dans le cas ak = C. Que peut-on dire deu ? E est-il u-monogene ?
2-2 On se place dans le cas K = R.

Montrer que E est somme directe de sous-espaces ireductibles.

Donner, dans une base adapte, une forme matricielle eduite deu.

B - \ Toute matrice de M , (K) est semblablea sa transpo®e "

1. E designe un K-espace vectoriel de dimension nien 2 et u un endomorphisme deE.
& est e ni comme dans IlI-2 .
On suppose qu'il existe un vecteurx de E tel que E = E(x).
1-1 Expliquer - sans ceterminer f explicitement - pourquoi il existe uneement f de E
telque E = E ,(f).

1-2 Onnote B = x;u(x);:::;u™ Y(x) = eper;iii;en 1 €tB = ep6;::i;6, ; labase
duale.
Montrer que e, ;t(e, 1);:::;8" (e, ;) estune base de&E

1-3 Montrer que 'Mat(u; B) et Mat( u; B) sont semblables.

2. Deduire de ce qui peede que, d'une manere gererale, toute matrice de M ,(K) est semblablea
sa transpose.

Fin

Bonne chance
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