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MECANIQUE QUANTIQUE

Lesquatre execices nt indépendarts et a rédiger sur des copies $parées.
Il n"est pas obligatoire de terminer complétement les quatre execices pour obtenir le maximum des paints.

Exercicel: Application dela méthode variationnelle a I’ atome d’ Hydr ogéne (= 6 points)

On considére un atome d' Hydrogéne. On appelle m la masse réduite du systéme éledron-proton et r ladistance
entre |’ éledron et le proton.

1 Quel est I'Hamiltonien de cesystéme ? Quels ont les nombres quantiques asociés aux solutions et quels
valeurs peuvent-il s prendre ? Prédser les valeurs de ces nombres quantiques pour le niveau fondamental.
Quelle et lasymétrie du niveau fondamental et comment se simplifie I’ Hamiltonien dans ce c&?

2. Déterminer, par laméthode variationnell e, I’ énergie goprochéedu fondamental de I’ atome d’ Hydrogéne
en prenant comme fonction d’' essai :

Y(r) = Aexp(—ﬂrz)
ou [ est le paramétre variationnel.

On montrera que le paramétre [ optimisé est celui qui minimise une fonction dutype :

af-b/g=0

Onrappelleque:

2 2 2 2 A~
A‘{’:}ﬁz(r\P)+—21, i(sin¢9a—lPJ+ ! Zafzié’z(r\}’)—l';P a0 L
ror r?sing o6 00 ) r*(sing)’ dp* ror r

I’ opérateur moment cinétique orbital.

2n+1 an a

IxzneXp(_axz)dX=M\/§ pour nentier >0 et Iexp(—axz)dx=% z

Exercice2: Atome d’Hydrogéne soumis a un champ magnétique (= 6 points)

On soumet un atome d’ Hydrogene aun champ magnétique B dirigé suivant I'axe Oz du référentiel. En plus de
I'effet Zeeman (terme |:|2), il existe un couplage entre le moment cinétique orbital L =rh/ e le moment

cinétique de spin S= hé (terme H , dit couplage spin-orbite). L’ Hamiltonien du systeme s éait :

A=A+ A+,
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ou H, est I'Hamiltonien «habituel » (sans champ I§) de I'atome d'hydrogene isolé, dont on connait les

solutions que I’ on notera t//:,m , leterme + repérant I'état de spin . De plus::

H, = A10.3 ol A est une mnstante homogéne aure énergie

I-A|2 =+ g é(z + 2%) ol g est le magnéton de Bohr (ug>0)

1. Exprimer 7.8 en fonction de AF, %’, Aﬁz,

§",8,§,. Cdculer au premier ordre I'effet de la
A

« perturbation » I-All + I-A|2 sur le niveau fondamental ( I-AIl 5 << I:IO).

2. Quel est la dégénérescence du premier niveau excité? On considére I'effet de la perturbation sur le premier

A

niveau excité lorsque B e as®z fort pour que H;, << H, << H,. On néglige dors complétement le

terme d'interaction spin-orbite H,. Calculer I'effet du terme Zeeman H, sur le premier niveau excité.

Préaser en combien de sous-niveaux se scinde le premier niveau excité, la dégénérescencede ces derniers et
les fonctions propres associées.

Rappel : s J= hf est un opérateur moment cinétique, on peut alors définir deux opérateurs adjoints f+ et
f_ telsque:

P5m) = ili+1 -mm+)|j,m+1)

ou les vedeurs | j,m> sont les vedeurs propres communs a Tz et a fz pour les valeurs propres j(j+1) et m
respedivement.
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Exercice 3: Oscillation des neutrinos (= 6 points)

Les neutrinos nt des particules neutres apparaissant ou disparaissant lors de cetaines réadions
nuclédres et acompagnant soit les éledrons (neutrino v, ), soit lesleptons W (neutrino V#), cequi permet de les
générer et de les déteder. A I'heure aduelle, les limites expérimentales aur les masses des neutrinos ont

compatibles avec!’ hypaothése de valeurs nulles. Cependant, certains arguments théoriques montrent qu’il pourrait
en étre autrement et I'objet de ceprobléme est de montrer comment on envisage de mesurer leur différence de

masse par un effet d oscill ation quantique. Cette théorie est basée sur I'idée que les neutrinos v, et v, he
seraient en fait que deux états diff érents d’ une méme entité physique que nous appell erons neutrino.

On produit dans un accéérateur de particules des neutrinos d’'impulsion p déterminée ¢ se propageant en
trés bonne gproximation ala vitesse de lalumiére ¢ Si H est I’'Hamiltonien d’un reutrino libre d’impulsion p,

on désigne par |vl> et |V2> les deux états propres de H asCiés aux énergiesE; et E,:

. ol
H Vl>= E1|vl> E, = pc+ 2pc
. m:c* @
Hlv,)=E,|v) E,=pc+ 2o

ol my et m, sont les masses des deux états | Vl> et |V2> avecpar hypothese m, #m, , M >m,.
Les états physiques des neutrinos produits lors des réadions nuclédres (production ou détection) ne sont

cependant pas | vl> et | V2> mais les combinaisons linéares siivantes :

Ve> = cos&| v1> + sin9| v2>

|v >=—sin9|vl>+cose|v2> @

H

ol @ est unangle de « mélange » jusqu’ & présent inconnu

1. Quelle &uation donre I’ évolution dans le temps d’ un état quelconque | V> de neutrino ?

2. A l'ingtant t=0s, on produit un reutrino dimpulsion p dans I’ état V#>. Calculer |V(t)> en fonction de

|V1>et|‘/2>-

Ve> a
I'instant t (¢’ est cequeI’on appelle oscill ation de I &at du reutring). On exprimera le résultat en fonction de
0,cptet Am? =mi —ny.

3. Quelle et la probabilit é P que ceneutrino (produit dans I’ état |Vﬂ> at=0) soit détedé dans I’ état

4. On effecue cdte détecion sur une dble située aune distance ¢/ du point de production. Exprimer la
probabilit & P en fonction de £ .

5. On suppcse que le mélange dans (2) est « maximal », ¢'est adire que @ = % . Quelle et ladistance / ou

le nombre de v, détedés est maximum en supposant que Amfct =1 (eV)2 ? On poura controler la

vraisemblance du résultat en se souvenart que I’ ordre de grandeur de la taill e des accdérateurs actuels est
de plusieurs km.

3/4



6. En pratique, les neutrinos ont détedés a 1 km de I’endroit de production. Sachant que |'appareil de
détedion est sensible aune baise de 10% du nombre de Vi quelle et la limite sur I'écat Améc? que
I’on peut mesurer par cette méthode ?

Exercice 4: Casde 2 particulesidentiques dans un puitsinfiniment profond unidimensionnel (= 6 points)

On considere le ca du puits de potentiel infini suivant :

V(X)=c pour x<Oet x>a
V(x)=0 pour 0<x<a
1. Retrouver rapidement les fonctions propres normees goni (X) et les niveaux d'énergie mrrespondants E de

I'opérateur Hamiltonien de cesystéme pour une particule de masse m et de spin %, I'indice + ou — repérant
I état de spin de la particule.

2. On considére maintenant le ca de deux particules identiques de méme mass m et de spin %2 (fermions)
situées dans le puits précedent. On les repérera par lesindices 1 et 2, X1 et X désignant la positi on des deux
particules. Réécire I'Hamiltonien de cesystéme de deux particules en suppcsant qu'ell es n'interagissent pas
entre dles. En remarquant que I'Hamiltonien est séparable, trouver ses valeurs propres Enl,nz et ses

fonctions propres \Pnl,nz (X 1, X 2) satisfaisant au principe dindiscernabilit € de particules identiques ot ry et

N, sont deux entiers grictement positifs. Prédser le fondamental du systéeme.

3. On admet dans cete question que les deux particules interagisent répulsivement via le potentiel
K
dinteradtion suivant: V (X) = ———, o0 K est ure mnstante positive. En traitant cette modification
% = %,|
comme une perturbation, cdculer la corredion au premier ordre gpartée al'énergie du niveau fondamental
\ | N , _trsn’(u)sin’(v)
du systéme de deux particules. On utili sera le résultat suivant: “—dvdu =| ~ 4.66.
00 Viu—v

Applicaion numérique: cdculer le niveau fondamental non perturbé & la mrredion appatée dans le ca&

suivant: a=2 108cm, K=104 ev+/cm, m=10"30Kg. L'utili sation de la méthode des perturbations est-elle
justifiée?

Liste de valeurs numériques utiles:

Constante de Planck réduite: h=1.054¢x10%Js
Constante de Planck : h=6.62x10% J.s
Mass de I'édedron: me= 9.1x10°%' Kg
Masse du Proton: me= 1.67x10°%" Kg
Eledron-Volt: leV =1.6x10%°J
1IMeV=10%V

Vitese de lalumiére dans le vide: c=3x10fms*
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